Agrégation - Legons

Meéthode de NEWTON

[ROUVIERE, p 152]

ENONCE :

Théoréme : Soit f : [c,d] — R une fonction de classe C?,
c<d, f(c) <0< f(d)et f' >0 sur [c,d]. Alors :
1. Il existe o > 0 tel que pour tout xy € [ = [a — a,a + «a,
la suite (x,)nen définie par :

x
it
f'()
a une convergence quadratique vers a dans I, ou a €]c, d|
est I'unique réel sur |c, d[ tel que f(a) = 0.

2. Side plus f” > 0 sur |a, d], 'intervalle |a, d] est F-stable et
pour tout xy €la,d], la suite (x,),en est alors strictement
décroissante avec :

1/"(a)

TS Fa)

Tpr1 = F(x,), F(x) =

(2, —a)® lorque n — 400

DEVELOPPEMENT :

1. La fonction f étant continue sur [c, d] et croissant strictement de
f(e) <0a f(d) > 0, donc s’annule en un unique point a €]c, d|.

Comme f(a) =0, on a, pour z € [¢,d] :

Flz)—a=x—a— f(x}/zxf(a)
_ fla) = f(z) = (a —z)f'(x)
/()

Comme f est de classe C?, la formule de TAYLOR-LAGRANGE
appliqué sur [a,z] donne lexistence d'un z €la, x| tel que
fla) = f(z) + (a — 2)f'(z) + @f”(z). Ainsi, on a pour
x € c,d] :
"
_ lf ('Z)(x . CL)2
2 f'()

En prenant la constante C' € R définie par :

F(x)—a

o i gl ()
2 minxe[c,d] f/(ZU)

On obtient, pour x € [¢,d] :
[F(z) —a| < Cla —al’

Soit a > 0 tel que Ca < let [ =[a—a,a+ a] C [c,d]. Alors
pour x € I, on a |F(z) —al] < Ca? < a d’ot la F-stabilité de I.
Ainsi, en prenant xg € I, on a x,, € I pour n > 0 et

@it — al = |F(z,) — a| < Cla, —al”
d’ou :
Clay — al < (Clzg — af)" < (Ca)™
<1

d’ou le résultat.
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2. Poura <z <d ona f'(x) >0et f(xz) >0dou:
/()
<z
f'x) =
———
>0

F(z)=z—

avec inégalité stricte si > a. De plus, par le premier point, on

F(z)—a= ;]]‘;’/’((xz))(x_ a)> >0

avec inégalité stricte si x > a (car f” > 0 sur [c, d)).

Ainsi, Uintervalle I = [a,d] est F-stable et pour a < xy < d,
les itérés x,, vérifient aussi a < z,, < d et forment une suite
strictement décroissante (si zp = a, la suite est constante). La
suite (z,,)nen admet donc une limite ¢ vérifiant F'(¢) = ¢ donc
f(¢) =0 et donc £ = a. De plus, sia < zp < d, on a x, > a
pour tout n et :
(Tn —a)* 2 f'(zn)
f"(a)

avec a < z, < . La fraction tend donc vers o) d’ou I’équi-

valent souhaité.
Remarques :

e Le développement est relativement court si maitrisé : on n’hési-
tera pas a rendre le développement le plus clair possible, quitte
a détailler.

o Il faut schématiser ce que l'on fait.

o Cette méthode est généralisable en dimension supérieure : de
fagon analogue, on "remplace" la dérivée par le jacobien (il faut
avoir un exemple clair en téte pour la dimension 2 par exemple).
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